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独特かつ抽象的

例えば、、、S.D.E.がない！
HJM以上にフレームワーク的

実戦的

HJM以上にフレ ムワ ク的

オプションへのキャリブレーションが容易

価格計算が速い（特にBermudan Option）価格計算が速い（特にBermudan Option）
滑らかなヘッジ率（Greekｓ）
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ある測度のもとでマルチンゲールな
低次元マルコフ過程低次元マルコフ過程
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iT

si dWsX )(σ例えば、、、

（割引）債券価格をそのマルコフ過程の関数

∫ si 0
)(

（割引）債券価格をそのマルコフ過程の関数
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←ここの、実装のアルゴリズム
にこそ このモデルの妙があるにこそ、このモデルの妙がある
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金利オプションへのCalibrationが容易で、

計算が非常に高速にできて、

な デ ガ 等 をも す滑らかなGreeks（デルタ、ガンマ等々）をもたらす。

H ？How？
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Step 1 Step 2 Step 3
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市場のBS式を通じたDigital Option価格のQuotation
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Markov Functional Interest Rate ModelによるDigital Caplet価格
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高速かつ滑らかな数値積分
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高速かつ滑らかな数値積分
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高速かつ滑らかな数値積分
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高速かつ滑らかな数値積分
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高速かつ滑らかな数値積分

求めたい基本的な式の形
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高速かつ滑らかな数値積分

積の微分公式より
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高速かつ滑らかな数値積分
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高速かつ滑らかな数値積分

３次までの具体式 （Cubic Splineに必要なところまで）
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市場のBS式を通じたDigital Option価格のQuotation
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Vol Smileがある場合は、数値計算
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あとは他の満期の債券を求めてイールドカーブを引くだけ
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イールドカーブ“Cube”
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Time Spacing

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Standarized Space Spacing

2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
-1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0

小さくて、 全ての
-2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0 -2.0

State Spacing : Brownian Motion (X(t)) Grid Point
X(0) X(1) X(2) X(3) X(4) X(5) X(6) X(7) X(8) X(9) X(10)

2.0 2.000 2.828 3.464 4.000 4.472 4.899 5.292 5.657 6.000 6.325
1.0 1.000 1.414 1.732 2.000 2.236 2.449 2.646 2.828 3.000 3.162
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
-1.0 -1.000 -1.414 -1.732 -2.000 -2.236 -2.449 -2.646 -2.828 -3.000 -3.162
-2.0 -2.000 -2.828 -3.464 -4.000 -4.472 -4.899 -5.292 -5.657 -6.000 -6.325

Numeraire  N(X(t))
( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

単純な、
具体例

プロセス、
中間値、

N(0,X(0)) N(1,X(1)) N(2,X(2)) N(3,X(3)) N(4,X(4)) N(5,X(5)) N(6,X(6)) N(7,X(7)) N(8,X(8)) N(9,X(9)) N(10,X(10))
   =P(0,10)    =P(1,10)   =P(2,10)    =P(3,10)    =P(4,10)    =P(5,10)    =P(6,10)    =P(7,10)    =P(8,10)    =P(9,10)    =P(10,10)

2.0 0.5892 0.6033 0.6270 0.6578 0.6953 0.7396 0.7914 0.8512 0.9199 1.0000
1.0 0.6172 0.6416 0.6713 0.7053 0.7432 0.7852 0.8316 0.8828 0.9394 1.0000
0.0 0.6122 0.6450 0.6792 0.7145 0.7510 0.7886 0.8275 0.8680 0.9102 0.9544 1.0000
-1.0 0.6709 0.7126 0.7512 0.7884 0.8246 0.8602 0.8955 0.9307 0.9658 1.0000
-2.0 0.6942 0.7408 0.7808 0.8173 0.8515 0.8840 0.9152 0.9453 0.9744 1.0000

0.61391
Inverse of Numeraire  1/N(X(t))
1/N(0 X(0))1/N(1 X(1)) 1/N(2 X(2)) 1/N(3 X(3)) 1/N(4 X(4)) 1/N(5 X(5)) 1/N(6 X(6)) 1/N(7 X(7)) 1/N(8 X(8)) 1/N(9 X(9)) 1/N(10 X(10))

を表示

1/N(0,X(0))1/N(1,X(1)) 1/N(2,X(2)) 1/N(3,X(3)) 1/N(4,X(4)) 1/N(5,X(5)) 1/N(6,X(6)) 1/N(7,X(7)) 1/N(8,X(8)) 1/N(9,X(9)) 1/N(10,X(10))
2.0 1.6973 1.6574 1.5949 1.5202 1.4383 1.3520 1.2636 1.1748 1.0871 1.0000
1.0 1.6203 1.5587 1.4896 1.4179 1.3455 1.2735 1.2025 1.1328 1.0645 1.0000
0.0 1.5504 1.4723 1.3995 1.3316 1.2681 1.2084 1.1521 1.0987 1.0478 1.0000
-1.0 1.4906 1.4034 1.3311 1.2685 1.2128 1.1625 1.1167 1.0745 1.0354 1.0000
-2.0 1.4405 1.3499 1.2808 1.2236 1.1745 1.1313 1.0927 1.0579 1.0262 1.0000

Conditional Expectation  E[1/P(i+1)|X(i)]
2.0 1.6001 1.5553 1.4911 1.4167 1.3364 1.2528 1.1679 1.0832 1.0000
1.0 1.5354 1.4740 1.4064 1.3369 1.2672 1.1980 1.1300 1.0633 1.0000
0 0 1 5557 1 4768 1 4027 1 3336 1 2692 1 2089 1 1521 1 0985 1 0477 1 00000.0 1.5557 1.4768 1.4027 1.3336 1.2692 1.2089 1.1521 1.0985 1.0477 1.0000
-1.0 1.4261 1.3451 1.2777 1.2189 1.1666 1.1192 1.0760 1.0361 1.0000
-2.0 1.3825 1.2993 1.2353 1.1822 1.1364 1.0960 1.0599 1.0272 1.0000

Theoretical Digital Caplet Price by Markov Functional Model
2.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0140
1.0 0.1302 0.1256 0.1200 0.1140 0.1079 0.1017 0.0955 0.0893 0.0974
0.0 0.4453 0.4262 0.4062 0.3861 0.3664 0.3472 0.3284 0.3102 0.3070
-1.0 0.7499 0.7143 0.6799 0.6468 0.6152 0.5850 0.5562 0.5285 0.5165
-2.0 0.8674 0.8250 0.7850 0.7472 0.7115 0.6776 0.6454 0.6147 0.5999

0.9524 0.9070 0.8638 0.8227 0.7835 0.7462 0.7107 0.6768 0.6446 0.6139 ← 満期+１のDiscount Factor

この二つは内側の積

分に対応

0.9524 0.9070 0.8638 0.8227 0.7835 0.7462 0.7107 0.6768 0.6446 0.6139 満期 １のDiscount Factor
Corresponding Libor (Strike) Level

2.0 6.0766% 6.5685% 6.9647% 7.3114% 7.6267% 7.9196% 8.1955% 8.4581% 8.7097%
1.0 5.5340% 5.7481% 5.9124% 6.0532% 6.1809% 6.3012% 6.4176% 6.5327% 6.4523%
0.0 5.0000% 4.9864% 4.9619% 4.9390% 4.9186% 4.9011% 4.8866% 4.8755% 4.8682% 4.7800%
-1.0 4.5281% 4.3327% 4.1856% 4.0639% 3.9589% 3.8661% 3.7830% 3.7085% 3.5411%
-2.0 4.1931% 3.8944% 3.6776% 3.5014% 3.3501% 3.2161% 3.0957% 2.9867% 2.6233%  

 
 
 
 

この二つは外側の

積分に対応 

最終的に Libor と条件付期待値

からニューメレールが求まる 
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期初の債券価格へのキャリブレーション

1
Digital Option

1

ストライク

債券
1

債券

ストライクストライク
スパンを広くとってやることが肝要
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期初の債券価格へのキャリブレーション

スパン（in 標準偏差）が狭い例

0.60
0.50 満期 Market Calibrated 差
0.40 0
0.30 1 5.000% 5.000% 0.000%
0.20 2 5.000% 4.978% -0.022%
0.10 3 5.000% 5.029% 0.029%
0 00 4 5 000% 5 062% 0 062%0.00 4 5.000% 5.062% 0.062%
-0.10 5 5.000% 5.090% 0.090%
-0.20 6 5.000% 5.115% 0.115%
-0 30 7 5 000% 5 137% 0 137%0.30 7 5.000% 5.137% 0.137%
-0.40 8 5.000% 5.159% 0.159%
-0.50 9 5.000% 5.180% 0.180%
-0 60 10 5 000% 5 201% 0 201%0.60 10 5.000% 5.201% 0.201%



キャリブレーション － ノンパラメトリック法キャリブ ション ン ラ トリック法

期初の債券価格へのキャリブレーション

スパン（in 標準偏差）が広い例

4.20
3.50 満期 Market Calibrated 差
2.80 0
2.10 1 5.000% 5.000% 0.000%
1.40 2 5.000% 5.004% 0.004%
0.70 3 5.000% 5.007% 0.007%
0 00 4 5 000% 5 011% 0 011%0.00 4 5.000% 5.011% 0.011%
-0.70 5 5.000% 5.013% 0.013%
-1.40 6 5.000% 5.014% 0.014%
-2 10 7 5 000% 5 014% 0 014%2.10 7 5.000% 5.014% 0.014%
-2.80 8 5.000% 5.013% 0.013%
-3.50 9 5.000% 5.012% 0.012%
-4.20 10 5.000% 5.009% 0.009%4.20 10 5.000% 5.009% 0.009%



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

キャリブレーションの種類 - 3種類

- ノンパラメトリック
Hunt&Kennedy

Digital Cap
(又はDigital Swaption）Hunt&Kennedy

Balland&Hughston
(又はDigital Swaption）

-パラメトリック
Pelsser(2000)

Cap
(又はSwaption）Pelsser(2000)

Hull-White
(又はSwaption）



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

Pelsser(2000)によるパラメタライゼーション
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Pelsser(2000)によるパラメタライゼーション
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

Pelsser(2000)によるパラメタライゼーション
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

Pelsser(2000)によるパラメタライゼーション

Digital Caplet
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

Pelsser(2000)によるパラメタライゼーション

Caplet
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

キャリブレーションの種類 - 3種類

- ノンパラメトリック
Hunt&Kennedy

Digital Cap
(又はDigital Swaption）Hunt&Kennedy

Balland&Hughston
(又はDigital Swaption）

-パラメトリック
Pelsser(2000)

Cap
(又はSwaption）Pelsser(2000)

Hull-White
(又はSwaption）



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法

ノンパラでは、、、
対
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市
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市
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法
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（１）Digital Optionを用いる方法
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法

パラメトリックでは逆、、、

そ
の
上
で

レ
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ル
を

も
ち
ろ

フ
ァ
ク
タ これらの組をで

対
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⇒非線形最小
二乗法
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キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法

パラメトリックでは逆、、、

パラメーターが求まると
どのレベルのファクター
に対しても値が求まるに対しても値が求まる
ので、今度は張りたい
点で空間を張ってプラ
イシングへイシングへ、、、

各点でイールドカーブ
も解析解より引けるも解析解より引ける



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法
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⇒ Digital Optionの解析解を見よ！
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（１）Digital Optionを用いる方法
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既知の一期前のパラメーターのみで可能
⇒ Digital Optionの解析解を見よ！

が ばファクターのレベルが決まれば
既知の一期前のパラメーターのみで求められる
⇒ 条件付期待値の解析解を見よ！



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法
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してファクターのレベルを逆算
既知の一期前のパラメーターのみで可能
⇒ Digital Optionの解析解を見よ！

が ばファクターのレベルが決まれば
既知の一期前のパラメーターのみで求められる
⇒ 条件付期待値の解析解を見よ！

- オプション価格からファクターのレベルを逆算できる

- オプションの数だけファクターとニューメレールの値の組ができる



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（１）Digital Optionを用いる方法
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既知の一期前のパラメーターのみで求められる
⇒ 条件付期待値の解析解を見よ！
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2)(

2
1

11 iii
ii

mXcXb edea
−−

++デ タとして用いパラメ タを推定 2

,

1
)(

ii
ii

ini

edea
XP

++=- データとして用いパラメータを推定

⇒ 非線形最小二乗法



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）
マーケットデータ Bond IN(1)/Out(0 0
Volatility 10.0% Bond Calib Weigh 1

5.0%
Time P(0,T) 満期 Yield Diff

0 1.00000 Yield 0 P(0,t) Yield Calib - Mkt
1 0.95238 5.000% 1 0.95151 5.096% -0.0956%
2 0.90703 5.000% 2 0.90630 5.042% -0.0421%
3 0.86384 5.000% 3 0.86322 5.025% -0.0250%
4 0.82270 5.000% 4 0.82226 5.014% -0.0142%

パラメータの初期

値はすべてゼロ 

5 0.78353 5.000% 5 0.78321 5.008% -0.0083%
6 0.74622 5.000% 6 0.74604 5.004% -0.0042%
7 0.71068 5.000% 7 0.71062 5.001% -0.0014%
8 0.67684 5.000% 8 0.67682 5.000% -0.0004%
9 0.64461 5.000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 元本10億円に対して

Digital Capletの絶対誤差の平均 0.000% 最大誤差 0.000% 0.0
Capletの絶対誤差の平均 0.005% 最大誤差 0.010% 104,558.1

Parameter FactorLevelとInverse of Current Numeraireにもとづいてパラメータを推定
a 0.54621 0.47033 0.39854 0.33122 0.26788 0.20825 0.15220 0.09854 0.04780 0.00000
b 0.12033 0.11765 0.11485 0.11231 0.10971 0.10715 0.10438 0.10234 0.10000 0.00000
c 0 26312 0 36672 0 60220 0 54090 0 45344 0 28575 0 10781 0 07036 0 04899 0 00000

デルタで市場のオプショ

ンのスパンを与える 

c 0.26312 0.36672 0.60220 0.54090 0.45344 0.28575 0.10781 0.07036 0.04899 0.00000
d -0.00032 -0.00085 -0.00069 -0.00056 -0.00053 -0.00056 -0.00080 -0.00038 0.00000 0.00000
m 0.85332 0.62857 0.32005 0.49992 0.54806 0.67259 0.65221 1.85403 -1.40625 0.00000

Iteration 回数 184 173 157 455 433 208 176 256 3001
Time 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
DF at Expiry 0.952381 0.907029 0.863838 0.822702 0.783526 0.746215 0.710681 0.676839 0.644609 0.613913
DF at Payme 0.952381 0.907029 0.863838 0.822702 0.783526 0.746215 0.710681 0.676839 0.644609 0.613913

Delta Strike of Market Option calculated from the Delta
0.400 5.1540% 5.2345% 5.3032% 5.3661% 5.4254% 5.4821% 5.5371% 5.5906% 5.6431% 5.6948%
0.450 5.0886% 5.1408% 5.1872% 5.2308% 5.2727% 5.3133% 5.3531% 5.3923% 5.4311% 5.4694%
0.500 5.0251% 5.0503% 5.0756% 5.1010% 5.1266% 5.1523% 5.1781% 5.2041% 5.2301% 5.2564%CapletをDigital0.550 4.9623% 4.9613% 4.9663% 4.9744% 4.9845% 4.9961% 5.0088% 5.0223% 5.0366% 5.0516%
0.600 4.8994% 4.8725% 4.8577% 4.8490% 4.8442% 4.8423% 4.8424% 4.8442% 4.8474% 4.8517%
0.650 4.8351% 4.7824% 4.7479% 4.7227% 4.7034% 4.6882% 4.6762% 4.6667% 4.6592% 4.6534%

Market Digital Option Price
0.3283 0.2993 0.2755 0.2548 0.2363 0.2197 0.2046 0.1907 0.1780
0.3725 0.3410 0.3147 0.2917 0.2712 0.2526 0.2357 0.2201 0.2058
0.4174 0.3833 0.3548 0.3297 0.3071 0.2866 0.2678 0.2505 0.2346
0.4628 0.4265 0.3958 0.3685 0.3440 0.3216 0.3010 0.2820 0.2645
0.5088 0.4704 0.4376 0.4084 0.3820 0.3577 0.3354 0.3147 0.2955
0.5554 0.5151 0.4805 0.4494 0.4210 0.3950 0.3709 0.3486 0.3278

CapletをDigital 

Capletに変換

Digital Caplet

Corresponding Factor Level
0.3911 0.6252 0.8259 1.0044 1.1651 1.3102 1.4407 1.5571 1.6600
0.2631 0.4440 0.6038 0.7478 0.8783 0.9961 1.1017 1.1952 1.2770
0.1371 0.2657 0.3852 0.4954 0.5960 0.6870 0.7681 0.8391 0.9000
0.0112 0.0874 0.1667 0.2429 0.3138 0.3779 0.4346 0.4830 0.5230
-0.1168 -0.0938 -0.0554 -0.0137 0.0269 0.0639 0.0957 0.1212 0.1400
-0.2491 -0.2812 -0.2850 -0.2788 -0.2695 -0.2607 -0.2546 -0.2527 -0.2560

Key Conditional Expectation  E[1/P(i+1)|X(i)]　　（一期前のパラメーターから今期のKey Conditional Expectationを求める）
1.4952 1.4305 1.3653 1.3005 1.2368 1.1747 1.1144 1.0561 1.0000
1 4878 1 4216 1 3562 1 2921 1 2296 1 1690 1 1105 1 0541 1 0000

に対応するファ

クターのレベル

を求める 

1.4878 1.4216 1.3562 1.2921 1.2296 1.1690 1.1105 1.0541 1.0000
1.4806 1.4131 1.3476 1.2841 1.2228 1.1636 1.1068 1.0522 1.0000
1.4735 1.4047 1.3392 1.2763 1.2161 1.1584 1.1032 1.0504 1.0000
1.4665 1.3964 1.3308 1.2687 1.2096 1.1533 1.0997 1.0486 1.0000
1.4593 1.3879 1.3224 1.2610 1.2030 1.1482 1.0962 1.0468 1.0000

Inverse of Current Numeraire
1.5722 1.5054 1.4377 1.3702 1.3039 1.2391 1.1761 1.1152 1.0564
1.5635 1.4947 1.4266 1.3597 1.2945 1.2312 1.1700 1.1110 1.0543
1.5550 1.4844 1.4160 1.3496 1.2855 1.2236 1.1641 1.1070 1.0523
1.5467 1.4744 1.4057 1.3398 1.2767 1.2163 1.1585 1.1032 1.0504
1.5383 1.4644 1.3955 1.3302 1.2682 1.2092 1.1529 1.0994 1.0485

前期パラメーターより

解析解で条件付期待値

を求める 

1.5298 1.4543 1.3852 1.3205 1.2596 1.2020 1.1474 1.0957 1.0466  
 
 
 

Libor と条件付期待値からニュ

ーメレールを導出

ファクターのレベルと対応するニューメレール（逆数）の組

から最適化によってパラメーターを求める。 



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

狭い場合 広い場合

（１）Digital Optionを用いる方法

狭い場合 広い場合

満期 Yield Diff 満期 Yield Diff
0 P(0,t) Yield Calib - Actual 0 P(0,t) Yield Calib - Actual
1 0.95161 5.085% -0.0850% 1 0.95199 5.043% -0.0427%
2 0.90639 5.037% -0.0371% 2 0.90669 5.020% -0.0198%
3 0.86338 5.019% -0.0187% 3 0.86354 5.012% -0.0123%
4 0.82229 5.013% -0.0131% 4 0.82246 5.008% -0.0076%
5 0.78326 5.007% -0.0072% 5 0.78338 5.004% -0.0038%
6 0 74606 5 004% -0 0037% 6 0 74613 5 002% -0 0020%6 0.74606 5.004% -0.0037% 6 0.74613 5.002% -0.0020%
7 0.71062 5.001% -0.0012% 7 0.71066 5.000% -0.0004%
8 0.67682 5.000% -0.0004% 8 0.67683 5.000% -0.0002%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Digital Caplet Digital Caplet
絶対誤差の平均 0.000% 0.005% 絶対誤差の平均 0.000% 0.002%
最大絶対誤差 0.000% 0.011% 最大絶対誤差 0.000% 0.004%
10億円に対する実額 0 0 107 296 2 10億円に対する実額 0 0 40 866 510億円に対する実額 0.0 107,296.2 10億円に対する実額 0.0 40,866.5

- ほぼ完璧なDigital Capletへのキャリブレーション（Capletに対しても）



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

狭い場合 広い場合

（１）Digital Optionを用いる方法

狭い場合 広い場合

満期 Yield Diff 満期 Yield Diff
0 P(0,t) Yield Calib - Actual 0 P(0,t) Yield Calib - Actual
1 0.95161 5.085% -0.0850% 1 0.95199 5.043% -0.0427%
2 0.90639 5.037% -0.0371% 2 0.90669 5.020% -0.0198%
3 0.86338 5.019% -0.0187% 3 0.86354 5.012% -0.0123%
4 0.82229 5.013% -0.0131% 4 0.82246 5.008% -0.0076%
5 0.78326 5.007% -0.0072% 5 0.78338 5.004% -0.0038%
6 0 74606 5 004% -0 0037% 6 0 74613 5 002% -0 0020%6 0.74606 5.004% -0.0037% 6 0.74613 5.002% -0.0020%
7 0.71062 5.001% -0.0012% 7 0.71066 5.000% -0.0004%
8 0.67682 5.000% -0.0004% 8 0.67683 5.000% -0.0002%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Digital Caplet Digital Caplet
絶対誤差の平均 0.000% 0.005% 絶対誤差の平均 0.000% 0.002%
最大絶対誤差 0.000% 0.011% 最大絶対誤差 0.000% 0.004%
10億円に対する実額 0 0 107 296 2 10億円に対する実額 0 0 40 866 510億円に対する実額 0.0 107,296.2 10億円に対する実額 0.0 40,866.5

- ほぼ完璧なDigital Capletへのキャリブレーション（Capletに対しても）

- 期初のイールドカーブへのフィッティングは不十分



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）
（１）Digital Optionを用いる方法

期初の債券価格の解析解を思い出すと、、、、

⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

− 2

2
1

,0,0 1 jjmc

jjnj edaPP
⎠

⎜
⎝

,0,0 jjnj

2
),0( 22

d
d

c jj
bjv j

),0(1
,

),0(1
,

2,02,0
2

,0
jvc

d
jvc

ceaa
j

j
j

j

j
jjj

+
=

+
==



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）
（１）Digital Optionを用いる方法

期初のイールドカーブへのフィッティング
⇒ 債券価格の解析解を用いて最適化の目的関数に加える

市場のオプションが狭い範囲で観察される場合 （デルタベースで0 45 0 475 0 50 0 525 0 55 0 575)市場のオプションが狭い範囲で観察される場合 （デルタベ スで0.45,0.475,0.50,0.525,0.55,0.575)

期初の債券価格へのCalibration - なし 期初の債券価格へのCalibration - あり、重み＝１ 期初の債券価格へのCalibration - あり、重み

満期 Yield Diff 満期 Yield Diff 満期 Yield Diff満期 満期 満期
0 P(0,t) Yield Calib - Actual 0 P(0,t) Yield Calib - Actual 0 P(0,t) Yield Calib - Actual
1 0.95161 5.085% -0.0850% 1 0.95214 5.026% -0.0260% 1 0.95238 5.000% 0.0000%
2 0.90639 5.037% -0.0371% 2 0.90675 5.016% -0.0161% 2 0.90703 5.000% 0.0000%
3 0.86338 5.019% -0.0187% 3 0.86370 5.006% -0.0057% 3 0.86384 5.000% 0.0000%
4 0.82229 5.013% -0.0131% 4 0.82257 5.004% -0.0042% 4 0.82270 5.000% 0.0000%
5 0 78326 5 007% 0 0072% 5 0 78353 5 000% 0 0000% 5 0 78353 5 000% 0 0000%5 0.78326 5.007% -0.0072% 5 0.78353 5.000% 0.0000% 5 0.78353 5.000% 0.0000%
6 0.74606 5.004% -0.0037% 6 0.74622 5.000% 0.0000% 6 0.74622 5.000% 0.0000%
7 0.71062 5.001% -0.0012% 7 0.71068 5.000% 0.0000% 7 0.71068 5.000% 0.0000%
8 0.67682 5.000% -0.0004% 8 0.67684 5.000% 0.0000% 8 0.67684 5.000% 0.0000%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Digital Caplet Digital Caplet Digital Caplet
絶対誤差の平均 0.000% 0.005% 絶対誤差の平均 0.000% 0.009% 絶対誤差の平均 0.000% 0.255%
最大絶対誤差 0.000% 0.011% 最大絶対誤差 0.000% 0.041% 最大絶対誤差 0.000% 1.275%
10億円に対する実額 0.0 107,296.2 10億円に対する実額 0.0 407,840.6 10億円に対する実額 0.0 12,745,438.9



キャリブレーション － パラメトリック法（１）キャリブ ション ラ トリック法（ ）
（１）Digital Optionを用いる方法

期初のイールドカーブへのフィッティング
⇒ 債券価格の解析解を用いて最適化の目的関数に加える

市場のオプションが広い範囲で観察される場合　（デルタベースで0.10,0.25,0.50,0.75,0.80,0.90)

期初の債券価格へのCalibration - なし 期初の債券価格へのCalibration - あり、重み＝１ 期初の債券価格へのCalibration - あり、重み

満期 Yield Diff 満期 Yield Diff 満期 Yield Diff
0 P(0,t) Yield Calib - Actual 0 P(0,t) Yield Calib - Actual 0 P(0,t) Yield Calib - Actual
1 0.95199 5.043% -0.0427% 1 0.95238 5.000% 0.0000% 1 0.95238 5.000% 0.0000%
2 0.90669 5.020% -0.0198% 2 0.90703 5.000% 0.0000% 2 0.90703 5.000% 0.0000%
3 0.86354 5.012% -0.0123% 3 0.86384 5.000% 0.0000% 3 0.86384 5.000% 0.0000%
4 0.82246 5.008% -0.0076% 4 0.82270 5.000% 0.0000% 4 0.82270 5.000% 0.0000%
5 0.78338 5.004% -0.0038% 5 0.78352 5.000% -0.0001% 5 0.78353 5.000% 0.0000%
6 0.74613 5.002% -0.0020% 6 0.74619 5.001% -0.0006% 6 0.74622 5.000% 0.0000%
7 0 71066 5 000% -0 0004% 7 0 71068 5 000% 0 0000% 7 0 71068 5 000% 0 0000%7 0.71066 5.000% -0.0004% 7 0.71068 5.000% 0.0000% 7 0.71068 5.000% 0.0000%
8 0.67683 5.000% -0.0002% 8 0.67683 5.000% -0.0001% 8 0.67684 5.000% 0.0000%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Digital Caplet Digital Caplet Digital Caplet
絶対誤差の平均 0.000% 0.002% 絶対誤差の平均 0.000% 0.000% 絶対誤差の平均 0.000% 0.002%
最大絶対誤差 0.000% 0.004% 最大絶対誤差 0.000% 0.006% 最大絶対誤差 0.000% 0.004%
10億円に対する実額 0.0 40,866.5 10億円に対する実額 0.0 55,143.8 10億円に対する実額 0.0 44,236.0



キャリブレーション － パラメトリック法（２）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法

キャリブレーションの種類 - 3種類

- ノンパラメトリック
Hunt&Kennedy

Digital Cap
(又はDigital Swaption）Hunt&Kennedy

Balland&Hughston
(又はDigital Swaption）

-パラメトリック
Pelsser(2000)

Cap
(又はSwaption）Pelsser(2000)

Hull-White
(又はSwaption）



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法
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今 “i”時点にいるなら“i”時点と“i+１”時点のパラメターが出てくる

最終時点のパラメーターはすべてゼロ ⇒ 初期値が与えられている

満期から遡っていけば“i”時点のパラメーターだけになる

このパラメーターを動かしてCapletの価格に合うように最適化



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法 － 実証

最適化が収束せず － 初期値に対して以上に敏感



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法 － 実証

最適化が収束せず － 初期値に対して以上に敏感

Capletを一度Digital Capletに変換してそちらサイドでパラメーターを推定



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法 － 実証

最適化が収束せず － 初期値に対して以上に敏感

Capletを一度Digital Capletに変換してそちらサイドでパラメーターを推定

これを初期値として用いCapletで最適化をはかる ⇒ 成功



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法 － 実証

最適化が収束せず － 初期値に対して以上に敏感

Capletを一度Digital Capletに変換してそちらサイドでパラメーターを推定

これを初期値として用いCapletで最適化をはかる ⇒ 成功

理由？：パラメーターで表現したものはニューメレール、すなわち債券価格

Digital CapletとCapletではDigitalの方が債券に近い？？



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法

市場のオプションが狭い範囲で観察される場合 市場のオプションが広い範囲で観察される場合 左の二つの例の中間
（デルタ: 0.45, 0.475, 0.50, 0.525, 0.55, 0.575) （デルタ:0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 0.80, 0.90) （デルタ:0.40, 0.45, 0.50, 055, 060, 0.65)
期初の債券価格へのCalibration - なし 期初の債券価格へのCalibration - なし 期初の債券価格へのCalibration - なし

Yi ld Diff C lib t d Yi ld Diff Yi ld DiffC lib t d C lib t dYield Diff Calibrated Yield Diff Yield Diff
満期 Price Yield Calib - Actual 満期 Price Yield Calib - Actual 満期 Price Yield Calib - Actual
1 0.95231 5.008% 0.0078% 1 0.95186 5.058% 0.0578% 1 0.95196 5.046% 0.0460%
2 0.90766 4.964% -0.0365% 2 0.90659 5.026% 0.0257% 2 0.90672 5.018% 0.0180%
3 0.86302 5.033% 0.0332% 3 0.86352 5.013% 0.0128% 3 0.86367 5.007% 0.0069%
4 0.82136 5.043% 0.0427% 4 0.82244 5.008% 0.0082% 4 0.82255 5.005% 0.0049%
5 0 78381 4 992% 0 0077% 5 0 78341 5 003% 0 0031% 5 0 78328 5 007% 0 0067%

Calibrated Calibrated

5 0.78381 4.992% -0.0077% 5 0.78341 5.003% 0.0031% 5 0.78328 5.007% 0.0067%
6 0.74599 5.005% 0.0052% 6 0.74616 5.001% 0.0012% 6 0.74611 5.003% 0.0025%
7 0.71070 5.000% -0.0004% 7 0.71067 5.000% 0.0001% 7 0.71069 5.000% -0.0002%
8 0.67684 5.000% 0.0000% 8 0.67683 5.000% 0.0001% 8 0.67682 5.000% 0.0003%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Capletの絶対誤差の平均 0.0001% Capletの絶対誤差の平均 0.0006% Capletの絶対誤差の平均 0.0001%
Capletの絶対誤差の最大値 0.0002% Capletの絶対誤差の最大値 0.0012% Capletの絶対誤差の最大値 0.0001%
絶対最大誤差の10億円に対する実額 2,288.7 絶対最大誤差の10億円に対する実額 12,444.4 絶対最大誤差の10億円に対する 1,372.6

オプションへのキャリブレーションはほぼパーフェクト



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法

市場のオプションが狭い範囲で観察される場合 市場のオプションが広い範囲で観察される場合 左の二つの例の中間
（デルタ: 0.45, 0.475, 0.50, 0.525, 0.55, 0.575) （デルタ:0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 0.80, 0.90) （デルタ:0.40, 0.45, 0.50, 055, 060, 0.65)
期初の債券価格へのCalibration - なし 期初の債券価格へのCalibration - なし 期初の債券価格へのCalibration - なし

Yi ld Diff C lib t d Yi ld Diff Yi ld DiffC lib t d C lib t dYield Diff Calibrated Yield Diff Yield Diff
満期 Price Yield Calib - Actual 満期 Price Yield Calib - Actual 満期 Price Yield Calib - Actual
1 0.95231 5.008% 0.0078% 1 0.95186 5.058% 0.0578% 1 0.95196 5.046% 0.0460%
2 0.90766 4.964% -0.0365% 2 0.90659 5.026% 0.0257% 2 0.90672 5.018% 0.0180%
3 0.86302 5.033% 0.0332% 3 0.86352 5.013% 0.0128% 3 0.86367 5.007% 0.0069%
4 0.82136 5.043% 0.0427% 4 0.82244 5.008% 0.0082% 4 0.82255 5.005% 0.0049%
5 0 78381 4 992% 0 0077% 5 0 78341 5 003% 0 0031% 5 0 78328 5 007% 0 0067%

Calibrated Calibrated

5 0.78381 4.992% -0.0077% 5 0.78341 5.003% 0.0031% 5 0.78328 5.007% 0.0067%
6 0.74599 5.005% 0.0052% 6 0.74616 5.001% 0.0012% 6 0.74611 5.003% 0.0025%
7 0.71070 5.000% -0.0004% 7 0.71067 5.000% 0.0001% 7 0.71069 5.000% -0.0002%
8 0.67684 5.000% 0.0000% 8 0.67683 5.000% 0.0001% 8 0.67682 5.000% 0.0003%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Capletの絶対誤差の平均 0.0001% Capletの絶対誤差の平均 0.0006% Capletの絶対誤差の平均 0.0001%
Capletの絶対誤差の最大値 0.0002% Capletの絶対誤差の最大値 0.0012% Capletの絶対誤差の最大値 0.0001%
絶対最大誤差の10億円に対する実額 2,288.7 絶対最大誤差の10億円に対する実額 12,444.4 絶対最大誤差の10億円に対する 1,372.6

オプションへのキャリブレーションはほぼパーフェクト

期初のイールドカーブへのキャリブレーションは悪い



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

（２）Capletを直接を用いる方法

期初 イ ドカ ブ グ

市場のオプションが狭い範囲で観察される場合 市場のオプションが広い範囲で観察される場合 左の二つの例の中間

期初のイールドカーブへのフィッティング
⇒ 債券価格の解析解を用いて最適化の目的関数に加える

市場のオプションが狭い範囲で観察される場合 市場のオプションが広い範囲で観察される場合 左の の例の中間
（デルタ: 0.45, 0.475, 0.50, 0.525, 0.55, 0.575) （デルタ:0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 0.80, 0.90) （デルタ:0.40, 0.45, 0.50, 055, 060, 0.65)

期初の債券価格へのCalibration - あり 期初の債券価格へのCalibration - あり 期初の債券価格へのCalibration - あり
Yield Diff Calibrated Yield Diff Yield Diff

満期 Price Yield Calib - Actual 満期 Price Yield Calib - Actual 満期 Price Yield Calib - Actual
1 0 95238 5 000% 0 0000% 1 0 95238 5 000% 0 0000% 1 0 95238 5 000% 0 0000%

Calibrated Calibrated

1 0.95238 5.000% 0.0000% 1 0.95238 5.000% 0.0000% 1 0.95238 5.000% 0.0000%
2 0.90703 5.000% 0.0000% 2 0.90703 5.000% 0.0000% 2 0.90703 5.000% 0.0000%
3 0.86384 5.000% 0.0000% 3 0.86384 5.000% 0.0000% 3 0.86384 5.000% 0.0000%
4 0.82270 5.000% 0.0000% 4 0.82270 5.000% 0.0000% 4 0.82270 5.000% 0.0000%
5 0.78353 5.000% 0.0000% 5 0.78353 5.000% 0.0000% 5 0.78353 5.000% 0.0000%
6 0.74622 5.000% 0.0000% 6 0.74622 5.000% 0.0000% 6 0.74622 5.000% 0.0000%
7 0.71068 5.000% 0.0000% 7 0.71068 5.000% 0.0000% 7 0.71068 5.000% 0.0000%
8 0.67684 5.000% 0.0000% 8 0.67684 5.000% 0.0000% 8 0.67684 5.000% 0.0000%
9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000% 9 0.64461 5.000% 0.0000%
10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000% 10 0.61391 5.000% 0.0000%

Capletの絶対誤差の平均 0.0024% Capletの絶対誤差の平均 0.0018% Capletの絶対誤差の平均 0.0002%
Capletの絶対誤差の最大値 0.0075% Capletの絶対誤差の最大値 0.0054% Capletの絶対誤差の最大値 0.0011%
絶対最大誤差 億 対する実額 絶対最大誤差 億 対する実額 絶対最大誤差 億 対する絶対最大誤差の10億円に対する実額 75,419.2 絶対最大誤差の10億円に対する実額 53,911.5 絶対最大誤差の10億円に対する 11,219.4

すべてに関して完璧なキャリブレーションを達成！！



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

期初のイールドカーブへのフィッティング期初のイ ルドカ ブ のフィッティング

⇒ Digital Capletを用いる方法、Capletを用いる方法共に債券価格を目的
関数に加えることによって達成できた



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

期初のイールドカーブへのフィッティング期初のイ ルドカ ブ のフィッティング

⇒ Digital Capletを用いる方法、Capletを用いる方法共に債券価格を目的
関数に加えることによって達成できた

Digital Capletを用いる方法

ストライクのスパンが狭いとDigital OptionへはフィットしてもCapletに
フィットできず

Caplet用いる方法

トライクの パ に係わらず ともに トストライクのスパンに係わらずDigital Option、Capletともにフィット



キャリブレーション － パラメトリック法（2）キャリブ ション ラ トリック法（ ）

期初のイールドカーブへのフィッティング期初のイ ルドカ ブ のフィッティング

⇒ Digital Capletを用いる方法、Capletを用いる方法共に債券価格を目的
関数に加えることによって達成できた

Digital Capletを用いる方法

ストライクのスパンが狭いとDigital OptionへはフィットしてもCapletに
フィットできず

Caplet用いる方法

トライクの パ に係わらず ともに トストライクのスパンに係わらずDigital Option、Capletともにフィット

ただしCapletを用いる方法はDigital Capletを用いる方法でパラメーターのただしCapletを用いる方法はDigital Capletを用いる方法で ラメ タ の
初期値をまず求める必要があった



キャリブレーション － パラメトリック法キャリブ ション ラ トリック法

Hull-White モデル
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Hull-White モデル
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般的な教科書の債券価格の解析解
これが実務家は嫌い

一般的な教科書の債券価格の解析解
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キャリブレーション － パラメトリック法キャリブ ション ラ トリック法

Hull-White モデル

Hunt&Kennedyによる式
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Hull-White モデル
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ファクター
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Hull-White モデル

Hunt&Kennedyによる式
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Hull-White モデル

Hunt&Kennedyによる式
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キャリブレーション － パラメトリック法キャリブ ション ラ トリック法

Hull-White モデル

期初の債券価格Hunt&Kennedyによる式
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キャリブレーション － パラメトリック法キャリブ ション ラ トリック法

Hull-White モデル

期初の債券価格

Exponential Martingale

Hunt&Kennedyによる式
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キャリブレーション － パラメトリック法キャリブ ション ラ トリック法

Hull-White モデル

Hull-White モデルは“パラメトリックな”Markov Functional Model

パ タ 各期 個 個だが 個 債券価格 収される

同式をHunt-Kennedyより直接的でわかりやすい方法で導出

パラメータは（各期）2個 （S.D.E.では３個だが、１個は債券価格に吸収される）

期初の債券価格へのフィットは関数形より保証されている期初の債券価格へのフィットは関数形より保証されている
⇒ Martingale Restrictionが自動的に満たされている

特有の高速か 滑らかな数値積分法利用可能Markov Functional Model特有の高速かつ滑らかな数値積分法利用可能



まとめ － 成果

ノンパラメトリックとパラメトリックなアプローチへの体系的かつ具体的記述

独自のモデル、キャリブレーションの解説 ⇒ イールドカーブCubeまで

高速かつなめらかな数値積分の具体化

初めての具体的計算例

高速かつなめらかな数値積分の具体化

Pelsser（２０００）のパラメトリックモデルにおける色々な解析解の導出

デ

ブ ブ ズ

Pelsser（２０００）のパラメトリックモデルにおけるDigital Optionを用いた
新しいキャリブレーション方法の提示 ⇒ 実証

期初のイールドカーブへのキャリブレーションのメカニズムと
それを保証するアルゴリズムの提案 ⇒ 実証

Hull-WhiteモデルをMarkov Functional Interest Rate Modelとして再構成
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まとめ － 課題

ファクターの特定化

パラメトリックなアプローチにおける他の関数形 パラメーター数1個？3個？

多次元化

他資産への応用他資産 の応用


